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RESUMEN 
 

El propósito de esta investigación es presentar una alternativa 

numérica para resolver ecuaciones diferenciales de orden 

fraccionario, pues éstas modelan mejor los fenómenos que 

aparecen en física y otras ramas de la ciencia. Una de las 

herramientas que ha sido de gran ayuda para este trabajo de 

investigación ha sido la Regla del Trapecio Modificada, así 

como la fórmula de Taylor Generalizada. Se ha elaborado un 

programa en Matlab para hacer las comparaciones entre las 

soluciones exactas y las aproximadas. 

 

ABSTRACT 

 

 

The purpose of this research is to present a numerical alternative 

for solving fractional-order differential equations, as these better 

model the phenomena that appear in physics and other branches 

of science. One of the tools that has been of great help in this 

research has been the Modified Trapezoidal Rule, as well as the 

Generalized Taylor Formula. A program has been developed in 

Matlab to compare the exact and approximate solutions.
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1. Introducción 

En este trabajo de investigación se presenta un algoritmo 

para la solución numérica de problemas de valor inicial de la 

forma 

 

𝐷∗
𝛼𝑦(𝑡) = 𝑓(𝑡, 𝑦(𝑡)), 𝑦(0) = 𝑦0, 0 < 𝛼 ≤ 1, (1) 

 

donde 𝐷∗
𝛼 denota el operador diferencial fraccional de Caputo 

[1]. El desarrollo de este algoritmo está motivada por las 

pocas aplicaciones clásicas y muchas recientes ecuaciones 

diferenciales fraccionarias. 

     

  Entre los problemas clásicos tenemos el modelado del 

comportamiento de los materiales viscoelásticos en mecánica 

[2]. Más recientemente, el cálculo fraccional se ha aplicado a 

la mecánica continua y la mecánica estadística para los 

problemas de viscoelasticidad, el movimiento browniano y 

las ecuaciones de onda de difusión fraccionarios y muchos 

fenómenos físicos [3]. 

     

Algunos métodos numéricos ya se han presentado para 

ecuaciones diferenciales fraccionarias en la literatura [4]. Sin 

embargo muchos de estos métodos se utilizan para tipos muy 

específicos de ecuaciones diferenciales, a menudo sólo 

ecuaciones lineales o incluso las clases más pequeñas. 

Recientemente, Diethelm et al. [4] presentó un método para 

la solución numérica de la ecuación diferencial fraccionaria 

no lineal (1) que puede ser interpretada como una 

generalización del esquema clásico de Adams-Bashforth-

Moulton para ecuaciones diferenciales de quinto orden. 

 

Daremos algunas definiciones básicas y luego 

estudiaremos el método de Euler Fraccionario que junto con 

la Regla del Trapecio Modificada nos ayudarán a hallar la 

aproximación a la solución exacta [5]. 

 

2. Materiales y Métodos 

En esta investigación las ecuaciones diferenciales de 

orden fraccionario que se han trabajado han sido de tal manera 

que podemos aplicar el Método de Euler Fraccional, para ello 

tenemos que tener una condición inicial, es decir que ese 

método se aplicará a problemas de valor inicial. Puesto que 

en dichas ecuaciones diferenciales aparecen derivadas e 

integrales de orden fraccionario, éstas se aproximarán 

mediante la regla del trapecio modificada. Trabajamos con 

algunos ejemplos donde la variable independiente es [0, 𝑎],
𝑎 > 0. El problema del valor inicial que se ha trabajado es 

 

𝐷∗
𝛼𝑦(𝑡) = 𝑓(𝑡, 𝑦(𝑡)), 𝑦(0) = 𝑦0, 0 < 𝛼 ≤ 1 

 

El intervalo de trabajo es [0, 𝑎], 𝑎 > 0 el cual se dividirá 

en subintervalos con tamaño de paso ℎ constante. 

 

    A continuación presentamos algunas definiciones y 

teoremas que nos ayudarán en nuestro trabajo. 

 

    Recordamos el concepto de derivada fraccional dada 

por la definición de Caputo la cual es una modificación de la 

definición de Riemann-Liouville y tiene una ventaja que 

puede trabajar con problemas de valor inicial en las cuales las 

condiciones iniciales están dadas en términos del campo de 

variables y su orden de integración el cual es el caso de 

muchos procesos físicos. 

 

 Funciones de clase 𝐶𝜇 

Una función real 𝑓(𝑥), 𝑥 > 0, se dice que es del espacio 

𝐶𝜇, 𝜇 ∈ ℝ, si existe un número real 𝑝(> 𝜇), tal que 𝑓(𝑥) =

𝑥𝑝𝑓1(𝑥), donde 𝑓1(𝑥) ∈ 𝐶[0, ∞ >, se dice está en el espacio 

𝐶𝜇
𝑚 sí y sólo si 𝑓(𝑚) ∈ 𝐶𝜇

𝑚, 𝑚 ∈ ℕ. 

 

 Operador Integral Fraccional de Riemann-Liouville 

de orden 𝛼 

 

Para una función 𝐶𝜇, 𝜇 ≥ −1, es definida como 

 

𝐽𝛼𝑓(𝑥) =
1

Γ(𝛼)
∫ 𝑥(𝑥 − 𝑡)𝛼−1𝑓(𝑡)𝑑𝑡

𝑥

0

, (2) 

 

𝛼 > 0, 𝑥 > 0, donde 𝐽0𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥). 

 

 Derivada de en el sentido de Caputo 

La derivada fraccional de 𝑓(𝑥) en el sentido de Caputo es 

definido como 

 

𝐷∗
𝛼𝑓(𝑥) = 𝐽𝑚−𝛼𝐷𝑚𝑓(𝑥) 

 

=
1

Γ(𝑚 − 𝛼)
∫ 𝑥(𝑥 − 𝑡)𝑚−𝛼−1𝑓(𝑚)(𝑡)𝑑𝑡

𝑥

0

, 
(3) 

 

para 𝑚 − 1 < 𝛼 ≤ 𝑚, 𝑚 ∈ ℕ, 𝑥 > 0, 𝑓 ∈ 𝐶−1
𝑚 . 

 

    Introducimos una nueva generalización de la fórmula de 

Taylor que involucra la derivada fraccional de Caputo. Esta 

generalización es dada en [5]. 

 

 Teorema generalizado del valor medio 

Supongamos que 𝑓(𝑥) ∈ 𝐶[0, 𝑎] y 𝐷∗
𝛼𝑓(𝑥) ∈ 𝐶[0, 𝑎], 

para 0 < 𝛼 ≤ 1. Entonces tenemos 

 

𝑓(𝑥) = 𝑓(0 +) +
1

Γ(𝛼)
(𝐷∗

𝛼𝑓)(𝜉)𝑥𝛼, (4) 

 

con 0 ≤ 𝜉 ≤ 𝑥, ∀𝑥 ∈  ⟨0, 𝑎]. 
 

 Fórmula Generalizada de Taylor 

Supongamos que 𝐷∗
𝛼𝑓(𝑥) ∈ 𝐶⟨0, 𝑎] para 𝑘 =

0,1, . . . , 𝑛 + 1, donde 0 < 𝛼 ≤ 1. Entonces tenemos 
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𝑓(𝑥) = ∑
𝑥𝑖𝛼

Γ(𝑖𝛼 + 1)
(𝐷∗

𝑖𝛼)(0 +)

𝑛

𝑖=0

+
(𝐷∗

(𝑛+1)𝛼𝑓)(𝜉)

Γ((𝑛 + 1)𝛼 + 1)
𝑥(𝑛+1)𝛼 

(5) 

 

donde 0 ≤ 𝜉 ≤ 𝑥, ∀𝑥 ∈  ⟨0, 𝑎]. 
 

 Regla del Trapecio Modificado 

Supóngase que el intervalo [0, 𝑎] es subdividido en 𝑘 

subintervalos [𝑥𝑗 , 𝑥𝑗+1] de igual longitud ℎ = 𝑎/𝑘. Usando 

los nodos 𝑥𝑗 = 𝑗ℎ para 𝑗 = 0,1, … , 𝑘, la Regla del Trapecio 

Modificado [1] 

 

𝑇(𝑓, ℎ, 𝛼) = 𝜔2 [(𝑟𝑘,1
𝛼+1 − 𝑟𝑘,𝛼+1𝑘𝛼)𝑓(0) + 𝑓(𝑎)

+ ∑ 𝜈𝑘,𝑗𝑓(𝑥𝑗)

𝑘−1

𝑗=1

] 

(6) 

 

donde 

𝜔𝑧 =
ℎ𝛼

Γ(𝛼 + 𝑧)
, 𝑟𝑘,𝑠 = 𝑘 − 𝑠, 

 

𝜈𝑘,𝑗 = 𝑟𝑘,𝑗−1
𝛼+1 − 2𝑟𝑘,𝑗

𝛼+1 + 𝑟𝑘,𝑗+1
𝛼+1 . 

         

es una aproximación para la integral fraccionaria 

 

(𝐽𝛼𝑓(𝑥))(𝑎) = 𝑇(𝑓, ℎ, 𝛼) − 𝐸𝑇(𝑓, ℎ, 𝛼) (7) 

 

con 𝑎 > 𝛼 > 0. 

 

 Método de Euler Fraccional 

    El método de Euler fraccional se desarrolla para hallar 

la solución numérica del problema de valor inicial con 

derivadas de Caputo. Este método es una generalización del 

método de Euler clásico. 

 

Consideremos el problema de valor inicial,  

 

𝐷∗
𝛼𝑦(𝑡) = 𝐟(𝑡, 𝑦(𝑡)), 𝑦(0) = 𝑦0, 0 < 𝛼 ≤ 1, 𝑡 > 0 (8) 

 

Sea [0, 𝑎] el intervalo sobre el cual queremos hallar la 

solución del problema (8), 𝑦(𝑡), que satisface el problem de 

valor inicial (8). 

 

Generamos un conjunto de puntos {(𝑡𝑗 , 𝑦(𝑡𝑗))} que serán 

usados para la aproximación. Subdividimos el intervalo [0, 𝑎] 
en 𝑘 subintervalos [𝑡𝑗 , 𝑡𝑗+1] de igual tamaño de paso ℎ = 𝑎/𝑘, 

los nodos a usar son 𝑡𝑗 = 𝑗ℎ, para 𝑗 = 0,1, . . . , 𝑘. 

 

    Asumiremos que 𝑦(𝑡), 𝐷∗
𝛼𝑦(𝑡) y 𝐷∗

2𝛼𝑦(𝑡) son continuas en 

[0, 𝑎] y usamos la generalización de la fórmula de Taylor (5) 

para expandir 𝑦(𝑡) cerca de 𝑡 = 𝑡0 = 0. Para cada valor de 𝑡 

existe un valor 𝑐1 tal que 

 

𝑦(𝑡) = 𝑦(𝑡0) + (𝐷∗
𝛼𝑦(𝑡))(𝑡0)

𝑡𝛼

Γ(𝛼 + 1)

+ (𝐷∗
2𝛼𝑦(𝑡))(𝑐1)

𝑡2𝛼

Γ(2𝛼 + 1)
. 

(9) 

 

Cuando (𝐷∗
𝛼𝑦(𝑡))(𝑡0) = 𝐟(𝑡0, 𝑦(𝑡0)) y ℎ = 𝑡1 se sustituyen 

en la ecuación (8) el resultado es una expresión para 𝑦(𝑡1): 

 

𝑦(𝑡1) = 𝑦(𝑡0) + 𝐟(𝑡0, 𝑦(𝑡0))
ℎ𝛼

Γ(𝛼 + 1)

+ (𝐷∗
2𝛼𝑦(𝑡))(𝑐1)

ℎ2𝛼

Γ(2𝛼 + 1)
. 

(10) 

 

Si el tamaño de paso ℎ es escogido adecuadamente 

pequeño, entonces el término de la derivada de orden 2𝛼 (que 

involucra a ℎ2𝛼) se anula y obtenemos 

 

𝑦(𝑡1) = 𝑦(𝑡0) +
ℎ𝛼

Γ(𝛼 + 1)
𝐟(𝑡0, 𝑦(𝑡0)) (11) 

 

El proceso es repetido y genera una sucesión de puntos 

que aproxima la solución de 𝑦(𝑡). 

 

La fórmula general para el Método de Euler Fraccional es: 

 

{

    𝑡𝑗+1 = 𝑡𝑗 + ℎ,                            

𝑦(𝑡𝑗+1) = 𝑦(𝑡𝑗) +
ℎ𝛼

Γ(𝛼 + 1)
𝐟(𝑡𝑗 , 𝑦(𝑡𝑗)),

 

 

(12) 

para 𝑗 = 0,1, . . . , 𝑘 − 1. Si 𝛼 = 1, entones el método de Euler 

Fraccional (12) se reduce al método clásico de Euler. 

 

 Algoritmo para el Método de Euler Fraccional 
 

Aquí derivamos el algoritmo fundamental para la solución 

numérica del problema de valor inicial (8). El algoritmo está 

basado en la regla del trapecio modificada y el método de 

Euler Fraccionario. Nuestra aproximación depende de la 

propiedad analítica del problema de valor inicial (8) y es 

equivalente a la ecuación integral 

 

𝑦(𝑡) = 𝐽𝛼𝐟(𝑡, 𝑦(𝑡)) + 𝑦(0) (13) 

 

Sea el intervalo [0, 𝑎] sobre el cual se quiere hallar la 

aproximación a la solución. Supongamos que el intervalo 

[0, 𝑎] es subdividido en 𝑘 subintervalos [𝑡𝑗 , 𝑡𝑗+1] de igual 

longitud ℎ = 𝑎/𝑘 usando los nodos 𝑡𝑗 = 𝑗ℎ, para 𝑗 =

0,1, . . . , 𝑘. Para obtener el punto solución (𝑡1, 𝑦(𝑡1)), 

sustituimos 𝑡 = 𝑡1 en (12) y obtenemos 

 

𝑦(𝑡1) = (𝐽𝛼𝐟(𝑡, 𝑦(𝑡))) (𝑡1) + 𝑦(0) (14) 
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Ahora usando la regla del trapecio modificada (6) para 

aproximar (𝐽𝛼𝐟(𝑡, 𝑦(𝑡)))(𝑡1) con ℎ = 𝑡1 − 𝑡0, entonces el 

resultado es 

 

𝑦(𝑡1) = 𝛼
ℎ𝛼

Γ(𝛼 + 2)
(𝐟𝟎 + 𝐟𝟏) + 𝑦0 (15) 

 

Donde 𝐟𝟎 = 𝐟(𝑡0, 𝑦(𝑡0)) y 𝐟𝟏 = 𝐟(𝑡1, 𝑦(𝑡1)). 

 

Observamos que el lado derecho de la fórmula (15) 

involucra el término 𝑦(𝑡1). Así que estimaremos este valor. 

Para ello emplearemos el método de Euler Fraccional. 

Sustituimos (11) en (15) y obtenemos 

 

𝑦(𝑡1) = 𝑤2[ 𝛼𝐟𝟎 + 𝐟(𝑡1, 𝑦(𝑡0) + 𝑤1𝐟𝟎)] + 𝑦(0) (16) 

 

donde 

𝜔𝑧 =
ℎ𝛼

Γ(𝛼 + 𝑧)
, 𝐟𝟎 = 𝐟(𝑡0, 𝑦(𝑡0)), 𝐟𝒌 = 𝐟(𝑡𝑘, 𝑦(𝑡𝑘)) 

 

El proceso se repite para generar una sucesión de puntos 

que se aproximan a la solución 𝑦(𝑡). En cada paso, el método 

de Euler Fraccional se usa como una predicción, y la regla del 

trapecio modificada hace la corrección para obtener un valor 

finito. La fórmula general del algoritmo es: 

 

𝑦𝑗 = 𝑤2 [(𝑟𝑗,1
𝛼+1 − 𝑟𝑗,𝛼+1 ⋅ 𝑗𝛼)𝐟𝟎 + ∑ 𝜈𝑗,𝑖 ⋅ 𝐟𝐢

𝑗−1

𝑖=1

+ 𝐟(𝑡𝑗 , 𝑦𝑗−1 + 𝑤1𝐟𝒋−𝟏)] + 𝑦0 

(17) 

 

donde 𝑦𝑗 = 𝑦(𝑡𝑗). 

 

 

3. Resultados 

 

El algoritmo propuesto (17) se aplicará a tres ejemplos 

diferentes de ecuaciones diferenciales de orden fraccionario. 

 

 Ejemplo Numérico 1. 

 

Consideremos la ecuación lineal homogénea 

 

{
𝐷∗

𝛼𝑦(𝑡) = −𝑦(𝑡),          
𝑦(0) = 1,   𝑡 > 0

          (18) 

 

donde 0 < 𝛼 ≤ 1. 

 

La solución exacta de (18) es dada por 

 

𝑦(𝑡) = 𝐸𝛼(−𝑡𝛼) = ∑
(−𝑡𝛼)𝑘

Γ(𝛼𝑘 + 1)

∞

𝑘=0

, (19) 

 

que es la función de Mittag-Leffler de orden 𝛼. De 

acuerdo al algoritmo (17) obtenemos la siguiente fórmula de 

iteración 

 

𝑦𝑗 = 1 − 𝑤2 [𝑟𝑗,1
𝛼+1 − 𝑟𝑗,𝛼+1 ⋅ 𝑗𝛼 + ∑ 𝜈𝑗,𝑖 ⋅ 𝑦𝑖

𝑗−1

𝑖=1

− (𝑤1 − 1)𝑦𝑗−1] 

(20) 

 

En la Figura (1) se visualiza la gráfica de la solución 

exacta 𝑦(𝑡) = 𝐸𝛼(−𝑡𝛼), (𝛼 = 0.5, ℎ = 0.001, 𝑎 = 1, color 

azul) y la aproximada de color rojo. 

 

En la Tabla (1) se presenta resultados numéricos del 

Ejemplo Numérico 1 cuando 𝛼 = 0.5, 0.75 y 1 con ℎ =
0.001. 

 

Los errores absolutos cuando 𝛼 = 0.5 y diferentes valores 

del tamaño de paso ℎ se dan en la Tabla (2). Como se puede 

observar, la precisión puede ser más aceptable si usamos 

valores más pequeños de ℎ. 

 

 Ejemplo Numérico 2 
 

Este segundo ejemplo es una ecuación lineal no 

homogénea. 

 

{
𝐷∗

𝛼𝑦(𝑡) =
2𝑡2−𝛼

Γ(3 − 𝛼)
−

𝑡1−𝛼

Γ(2 − 𝛼)
− 𝑦(𝑡) + 𝑡2 − 𝑡,

𝑦(0) = 0,     𝑡 > 0                                 

 (21) 

 

donde 0 < 𝛼 ≤ 1. 

 

La solución exacta de (21) es 𝑦(𝑡) = 𝑡2 − 𝑡. 

 

La ecuación lineal (21) es desarrollada por Diethelm et al. 

[4] usando el método de Adams-Bashforth-Moulton 

fraccional. La Tabla (3) muestra la solución exacta y la 

aproximada de la ecuación (21) usando el algoritmo (17) para 

diferentes valores de 𝛼. 

 

 

 Ejemplo Numérico 3. 

 

Este tercer ejemplo es una ecuación no lineal. 

 

{
𝐷∗

𝛼𝑦(𝑡) = (𝑦(𝑡))
2

−
2

(𝑡 + 1)2
,     

𝑦(0) = −2, 𝑡 > 0           

 (22) 

 

donde 0 < 𝛼 ≤ 1. 

 

La solución exacta de (22) cuando 𝛼 = 1 es 
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𝑦(𝑡) = −
2

(𝑡 + 1)
. 

 

La Tabla (4) muestra las soluciones aproximadas de la 

ecuación (22) para diferentes valores de 𝛼 usando el 

algoritmo (17). El valor 𝛼 = 1 es el único caso para el cual se 

conoce la solución exacta 

 

𝑦(𝑦) = −
2

(𝑦+ 1)
 

 

y nuestra solución aproximada en este caso está muy cercana 

con la solución exacta. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 Figuras 

 

 

 
 

 

 Tablas 

 

 

 

 

 
 

 

 
 

 

 
 

4. Discusión 

 

De acuerdo a los resultados obtenidos, este método de 

Euler fraccionario junto con la regla del trapecio modificada, 

nos han permitido elaborar un algoritmo en MatLab ello fue 

posible porque hemos usado también la definición de la 

derivada dada según Caputo. 

 

Los resultados obtenidos se asemejan a los que aparecen 

en [5]. Además para obtener una precisión más aceptable se 

debe reducir el tamaño de paso. 
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